Математичне моделювання руху вільної поверхні рідини в сільськогосподарських цистернах by Кожушко, Андрій Павлович & Григор'єв, Олександр Львович
102 
 
була знайдена лише для ринку бананів ([2]). Цей ринок стрімко росте 
і по обсягах споживання, і по цінах, хоча в результаті зростання цін він 
мав би скорочуватись. Вочевидь, на ринок бананів впливають більш по-
тужні фактории, ніж розглянуті в даній публікації. Тому є потреба в по-
дальших дослідженнях на основі якісної статистики, яка міститиме оп-
тові і роздрібні ціни по роках і сезонах, та обсяги споживання ринком 
данного продукту по тих же періодах. 
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В аграрному секторі передбачається виконання як тягових (техноло-
гічних) так і транспортних робіт. Транспортна робота, зазвичай, вико-
нується вантажними автомобілями або колісними тракторами разом з 
причіпними та напівпричіпними агрегатами.  
Сьогодні актуальною проблемою в сільському господарстві є вирі-
шення забезпечення стійкого руху транспортних засобів з перемінною 
масою (перевезення рідких вантажів). Особливої уваги слід надати тра-
нспортуванню тракторних причіпних та напівпричіпних цистерн, тому 
що на відмінно від автомобільних цистерн, тракторні не оснащенні пе-
регородками (оскільки перевезення трактором відбувається відносно на 
малих швидкостях порівняно з автомобілем), які повинні гасити коли-
вання рідини. Оскільки сучасні виробники тракторної техніки намага-
ються постійно підвищувати енергонасиченість колісних тракторів та 
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збільшувати масу вантажу, тоді перерозподіл мас в цистерні може спри-
чинити зсув центру мас, що призводить до погіршення техніко-еконо-
мічних та експлуатаційних показників машинно-тракторного агрегату. 
Конструктивні особливості причіпних та напівпричіпних цистерн 
детально окреслені в роботі [1], проте в напівпричіпних цистернах (оп-
ціонально) може встановлюватись змішувач, який представляє з себе 
ротор. Робота ротора передбачає додатковий збуджуючий ефект на ко-
ливання рідини в цистерні. Таким чином, дослідження динаміки та ене-
ргетичності колісних тракторів при транспортуванні цистерн – доці-
льне.  
Перш ніж створювати нелінійну математичну модель з урахуванням 
більшості факторів, які впливають на динамічну та енергетичну скла-
дову руху, необхідно розробити лінійну (лінеаризовану) модель, яка 
буде враховувати усі відомі зв’язки між елементами та формуватися при 
використанні матричного аналізу. Така модель дозволить, ще на поча-
тку конструювання забезпечити первинний підбір транспортного за-
собу з цистерною.  
Коливання рідини в цистерні (замкнутій ємності) може бути описано 
за допомогою моделювання рівняння Мещерського І.В. [2] та формули 
Циолковського К.Е. [3], але в роботі [4] за допомогою математичного 
моделювання поверхневих хвиль Релея, тобто частинних похідних. 
Принцип поєднання цих математичних моделей зведено в роботі [5], в 
якій наведено загальну дискретну модель та запропоновано обчислю-
вати коливання рідини за рахунок введення парціальних осциляторів, 
які мають свій розмір та вагу.  
Лінійна (лінеаризована) модель – це модель, яка позбавлена динамі-
чної складової (наприклад, поздовжні сили, коефіцієнти зчеплення ко-
ліс з дорогою дорівнюють константі), проте враховує взаємозв’язок між 
ланками механічної системи. Отож, лінійну модель доцільно моделю-
вати для аналізу власних властивостей системи.  
Загальне рівняння коливального процесу машинно-тракторного аг-
регату з напівпричіп-цистерною має наступний вигляд 
0M Y F Y C Y     
rr r r& &
;                                (1) 
де M  – це діагональна інерційна матриця, яка складена із мас та мо-
ментів інерції; F  – матриця демпфірування; C  – матриця жорсткості; 
Y
r
 – вектор-стовпець, який сформовано на основі складових величин 
коливального процесу.  
При вирішенні рівняння (1) матрицею F можна знехтувати адже її 
вплив на резонансні зони не суттєвий. Тоді рівняння (1) можна привести 
до наступного вигляду  
104 
 
 
2
1 2 1 2 1 2 1 2
2
( ) 0 
d
M M Y C M M Y
dt
    
rr r
.              (2) 
2
2
0 
d
Y C Y
dt
   
rr r
, де 1 2 1 2 0С M C M      , 1 2Y M Y  
r r
. 
На основі вище зазначеного власні кутові частоти  : 
2det( ) 0I С   . 
Результатом математичного моделювання лінійної моделі руху тра-
ктора з вільною поверхнею рідини в причіпній та напівпричіпній цисте-
рнах (з ротором або без нього) буде розподіл резонансних частот, яким 
відповідатиме певна форма власних коливань.  
Коефіцієнти кожної ( k  – тої ) власної форми нормовано у відповід-
ності до правила 
1 2
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. 
Слід зазначити, що для напівпричіпної цистерни з гідравлічним змі-
шувачем індекс j змінюється до 19 (за рахунок вираховування поздовж-
нього руху валу ротора гідравлічного змішувача), а для причіпної та на-
півпричіпної цистерни змінюється до 18. Якщо тепер утворити суми  
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де , 2k k kA      – амплітуда та кругова частота коливань, тоді ці 
суми відповідатимуть кінетичній енергії коливання. Тому сума квадра-
тів координат jY

r
 дорівнює 1. 
Отже, в матеріалах даної конференції представлено основні прин-
ципи побудови лінійної (лінеаризованої) математичної моделі коливань 
колісного трактора та причіпної або напівпричіпної (зі змішувачем чи 
без нього) цистерн з будь-яким рівням рідини. Дана модель дозволяє 
проводити аналіз власних (резонансних) частот шляхом дослідження 
форм рухів складових частин коливальної системи, амплітуди яких но-
рмовані за їх вкладом до загальної кінетичної енергії коливань. Моде-
лювання такої моделі дозволить, ще на початку конструювання забез-
печити первинний підбір транспортного засобу з цистерною.  
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Вивчення різноманітних, складних та взаємозалежних явищ і проце-
сів, пов'язаних з діяльністю підприємств, передбачає їх оцінку за допо-
могою комплексу показників. Це дає змогу отримати цілісну характери-
стику сукупності підприємств, зокрема оцінити їх структуру та струк-
турні зрушення за основними показниками діяльності, виявити законо-
мірності взаємозв'язку та динаміки розвитку [1]. Розглядаючи сукуп-
ність підприємств як складну динамічну систему, використовують ком-
плекс взаємопов'язаних показників, які характеризують їх статику - те-
перішній стан і структуру на макрорівні, а також оцінюють динаміку та 
перспективи розвитку [2].  
При вивченні причинно-наслідкових зв'язків показники поділяють 
на результатні та факторні. Це групування не є постійним, воно зале-
жить від конкретних ситуацій, мети аналізу. Наприклад, при оцінці змін 
прибутку від реалізації продукції показник собівартості продукції розг-
лядають як факторний. Водночас при вивченні затрат на виробництво 
собівартість розглядають як результатний показник, що залежить від ба-
